Le triangle arithmétique

Blaise Pascal (1623-1662) n’a pas
inventé le triangle arithmétique,
puisqu’on trouve le dessin
ci-contre dans un livre chinois de
1303 de Zhu Shijie : Miroir de jade
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Mais c’est lui qui en a énoncé et démontré les principales
propriétés ; et c’est aussi lui qui en a développé les divers usages
pour les combinaisons, les probabilités et les puissances d’un
binome.

Son livre, le Traité du triangle arithmétique est paru en 1654. On y trouve en particulier la premicre
utilisation explicite et bien formulée du raisonnement par récurrence.

En attendant le petit classique Kangourou, qui paraitra cette année du quadri-centenaire de
Pascal, nous vous donnons ici un extrait des six premicres pages de cet ouvrage.

Le Kangourou des mathématiques — www.mathkang.org
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DEFINITIONSG.

NN *Appelle Triangle Avithmetique, e figure dout le con.

E;‘; fratfion eft telle. :

Eg,;{ e mene d’ya point guelcongne, G, deny Lpnes perpen-

ﬁ?'h diculaires , [vne 2 Dautre, GV, G (, dans chacune def-
" guellesie prens tant que ic Ve de parties epales,¢o con-

Einiies & commences par G, que e nomme 1.2,3. 4., €90, ¢ cés nombres

Sfont les expofans des dinifions des lignes.

En fiirre ie ioints les points de lz premiere dinifton qus font dans

chacune des deax lignes, par vue antre lipne gui forme v triangle
dont elle ef? 1a bale, | o

Tz doints ainff les denw points de bz feconde dinifon par vne antre
Ligne, qui forme vnfecond triangle dont elle ¢ff 1a bafe.

Et ioignant ainfi tows les points de dinifron , qui ors v mefine ex-
Zofant, Fen forme antant de triangles & de bafes.

I mene par chacus des points de dinifon | des Lipnes Faralleles ansx
coffex , qui par lewrsinterfellions forment de petits quarrez, gue i'ap-
pelte Cellnles.

Et les cellules qui font entre dens paralleles guivont de Lanche 2
droit, sappellent cellules d'vn melme rang parallele, comme les celtu-
des, Gya, 7, ¢ooc. 02 ¢,-L. 8, ¢ovc. '

- EBtcelles gai font entre dene lignes gui Yot de banten bas, sSap-

pellent | cellules d'vn mefme rasig perpendiculaire , comme les cellules

Gy9,A, D, e, ¢ cellesacy, o,°L, B, ¢ove,
£t celles gu'yre miefine bafe traner/e diaponalement font dites cel-
- Inles d’'vne mefme bale, comme celles quificinent, D, B, 0,5, ¢ cellesa
&5 A s""z/"" : '
Les cellules d’vne micfine bafe cpalement diflantes de fos extremite,
font dites reciproques, conme celles. 9y Z B¢ B, 0. Parce gue exa

pofant du vang paraliele de Uvue, ef? le snefine gue I expofant du rang’

berpendiculaire de Pantre, comme il paroif eu cer ewenple, on E, eff
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dirzs be fecond rang ycrfezm‘}'cm’#ira, g dans le quairiefme parallele;
¢ [ veciprogue R , eft dans le Jfecond rang parallele , ¢o° dans le
gustrie/me perpendicalaire reciprogmement. Etileftbien facile de dea
monflrer gue celles qui ont lewrs expofans reciproguement pareils,
font dansyne mefine bafé , ¢ efg.demmt diftantes de fes extremite,

L eft ainfii bien Sacile de demonfirer , que Lexpofant dr rang per-
pendiculaire de quelque cellule que ce [oit, ioint & expofant de fon.
rang parallele, furpa(fé de wuité Dexpofant de [u baf?.

Par exemple la cellule Foeft dans le troifieme rang perpendiculaire,
g dansle gfedfrig['me parallele, ¢ duans le fexiefine bafe, (o7 ces denn
expofants des rangs, 3 4 furpajféntde "yuité expofiant de labafe’
6. ce gui vient de ce gue les dewx coffer du Triangle font dinifez en v

pareil nombre de parties , maks cola eff plufloff compris, que de-
monfire.

Certe remargue eft de mefine nature , que chague bafe contient Yne
cellule plus que la precedente , ¢ chaciune autant gue fon expofant
o vnitez, ainfila feconde o 7 & deww cellnles la troifrefine A e
& 1oty 9.

Or les nombyes gui fé mettent dans chague cellule [¢ tronuent par
cetite methode,

Le nombre de la premiere cellule qui eft & angle droit eft arbi-
zraive , mais celuy-la effant place tows les anives font forcez , ¢ pour
cette ratfon il 9appelle le Genetateur 4z triangle, Bt chacun des an-
tres eft [Fecifie par cetre fenle regle.

Le nombre de chague cellnle , ef? égal @ celny de la cellule qui la
precede dans fon rang perpendiculaire, plus & celuy de la celinle gui la
precede dans [on vang parallele. Ainfi bz cellule F Ceft i dire le nom -
brede Lz cellule F,epale la cellnle C, plus la collule E; ¢ winfi des
wHires.

Dow [ tirent plufreurs confequeinces. En Voicy les principales on i¢
confidere los triangles , dont le generareny e g LT piited ;o mais o GuisEn.
ira conwicndra 4 t0ms les antres,

Confequence premicre.

En tout Triangle Arithmetique , toutes les cellules du
premier rang parallele, & du premier rang perpendicu-
laire , font pareilles 4 la generatrice.

Car par la conftruftion du Triangle , chaque cellule eft égaled celle
qui la precede dans fon rang perpendiculaire,plus a cclle quila precede
cans fon rang parallele s Orles cellules du premier rang paraliele, n*ont
aucunes cellules quiles precedent dans leurs rangs perpendiculaires,ny

P
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actles da premicr rang perpendiculaire dans lears rangs paralleles,done
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dins le fecond vang perpendicaldire, ¢ dans le quatriefme parailele:
¢ [% veciprogue R , eft dans le Sfecond rang pfr:mai’e!e . € dans le
guatrie/me perpendicnlaire reciproquenient. Et :{ eft bien ﬁfﬁfe e de
monfirer que celles gui ont lewrs expofans reciproguement pareils,
font dairsyne mefine bafé , ¢ .e:?.demm.t diftantes defes extremitey,

71 eft anffi bien facile de demonfirer, que Dexpofant du ranp pes-

enrdiculaire de quelgue cellule gue ce foit, ioint 2 [expofant de fon.
rang parallele, furpaffé de yuité Dexpofant de [a bafé.

Par exemple la celnle Foeft dans le troifieme rang perpendicalaire,
¢ dans le quatriefme parailele, ¢ dans la frriefime bafe, ¢o ces denew
expofants des rangs, 31 4 Surpaffentde I'ymité Dexpofant de bz bafe r
6. ce quivient de ce que les dewx cofter du Triangle font diniféz en v

pareil nombre de parties | mass celn eft plufloft compris, que de-
monfire.

Certe vemargue eft de mefine nature , que chague bafe contient yne
collule plus que la precedente , ¢ chacune antant gue [on expofant
A ynitez, ainft ln fecande ¢ ¢ & denw celfnles  la troifrefime A 7 en
a PFOLs goe.

Or los nombres qui f¢ mettent dans chague cellile fe troument par
cettte methode,

Le nombre de la premiere cellule gui eft @ {'angle droit eft arbi-
traive , mais celuy-la effant place toms les antres font forcez o ¢ pour
cette raifon il vappelle le Generateur &z triangle, 't chacnrn des an-
tres eft [pecifie par ceite fenle regple.

Le nombre de chaque cellnle , eft égal 4 celuy de la cedule gui la
precede dans fon rang perpendiculaire, plus 4 celuy de la collzle gqui la
precede dans fon rang paraliele., Ainfi Lz celinle F,ceft d dire le nom.-
brede la cellnle F,epale la collule C, plus Lz cellule E; ¢ ainf des
AHITES.

Dlon [ sirent pluftenrs confequeices. En voicy les primeipales ox ic
confedere les triaugles , dont le generatenr e/t { viite s mais co guis'en.
diva conpiendra 4 toms les antres,

Confequence presiere.

Eo tout Triangle Arithmetique , toutes les cellules du
premier rang parallele, & du premier rang perpendicu-
laire , {font pareilles 4 la generatrice.

Car par la conftrudtion du Triangle , chaque cellule eft cgaled celle
qui Iz precede dans fon rang perpendiculaire,plas a celle quila precede
cans fon rang parallele s Orles cellules du premier rang paraliele, nont
aucuncs cellules quiles precedent dans lears rangs perpendiculaires,ny

el e A I . . o
aelles dapremicr rang perpendiculaire dans lears rangs paralleles,donc
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elles font toutes égales entr’-elles , & partant au premier nombze oo
peratenr,
Ainfi, ¢, ¢gale G+ zero, cefta dire ¢, égale, G.
Ainfi A, égale ¢ T zero, ceft a dire ¢.
Ainfi ¢, ¢gale G 1 zero, & 7, égale ¢ T zero.
Et ainfi des autres.

Confequence féconde.

En tout Triangle Arithmerique, chaque cellule eft ¢gale
la fomme de toutes celles du rang parallele precedent,
comprifes depuis fon rang perpendiculaire 1n{ques au
premier inclufiuement,

Soitvne cellulequelcenque » , iedisqu'elle eft égalea R ¢ 6 1 -4
+ ¢, qui {ont celles du rang parallele fuperieur depuis le rang per-

endiculaire de », iufques au premier rang perpendiculaire,

Cela et evident par la feule inteepretation des cellules , par celles
drott elles font formées.

Car @, égale R  C.
ot
6+ B

-~
+ 1A
~~ Car A & ¢ {ont égaux enti’enx.
o par la precedente.
Doncwe égaleR +9 14 1o

Conféquence tyoifiefine.

En tout Triangle Arithmetique, chague cellule cgale la
fomme de toutes celles du rang perpendiculaire prece.
dent, comprifes depuis fon rang paralleleiufques au pre.
mier inclufiuement, |
Soitvae cellule quelconque C, iedis qu'elle eft égalea B 4 § 7,

qui font celles du rang perpendiculaire precedent depuis le rang parai-

lele delacellule C, iufques au premier rang parallele.
Celaparoift de mefme par la feule inrerpretation des cellules.
Car C, égale B 1 6.
'hr\rhd'
41

tar
~~ Car 7 {gale ¢ par la premiere.
a

Donc C, ¢gale B T+ § 7.
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Conféquence quatricfime.

En tout Triangle Arithmetique, chaque cellule diminuée
de I'vnité, eft égaled la fomme de toutescelles quifont
comprifes entre {on rang parallele, & fon rang perpen-
diculaire exclufiuement.

Soit vnecellule quelconque £, ie dis que -G égaleR + 8 ¥4 +
¢ T »tT=T 71 Gj; quifont tous les nombres compris entrelerang
o CBA,&lerang £ 5 u, exclufivement.

Cela paroiflt de melme par linterpretation.

Car £ tpale » T R T »
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Doncfégalent Rtortite+ L+ Gtet6G.
Aduertflement.

I'ay dit dans [ enonciation, chaque cellule diminuée de U'vnité, par-
ce gue ['ynité eft le generatenr : mais ff Cefloit Y antre nombye il
Jaudroit dire , chaque cellule diminuée dunombre generateur,

Lonfequence cinguicfine.
En tout Triangle Arithmetique, chaque celiule eft egale
a fa reciproque.

Car dans la feconde bafe ¢ #, il eft evident que les deux cellules
reciproques ¢, ¢, font égales entrelles, & a G.

Dans la woifiefme A, -1, o, il eff vifible de melme que les recipro-
ques =, A, font égales entrelles & 4 G.

Dans [a quatrielme, i eft vifible que les extremes D, a, font enco-
res egales entr’elles & a G.
. Etcelles d'entre deux , B, 4, font vifiblement égales, puilque B éga-
leA 't & 6 égale L T 7, 00 7 1 font dgales a A T+ parce qui
eft mon{iré donc &c..

Ainfi 'on monftrera dans toures les autres bales que les recipro-
gues font egales, parce que les extremes font roufiouss pareilissa G,
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& que les autres sinterpreteront toufiours par d’autres égales dans la
bafe precedente qui font reciproques entrelles.

Conféquence fixicfme.

En tout Triangle Arithmetique, vn rang parallele, & vn
perpendiculaire, qui ont va mefme expofant, font coin-
poicz decellules routes pareilles les vnes aux autres.

Car ils font compofez de cellules reciproques.
&infi le fecond rang perpendiculaire 4 BE M Q_eft entierement
pareil au fecond rang parallele ¢ L § R S N.

Confequence feptiefme.

En tout Triangle Arithmetique, la fomme des cellules de
chaque bafe,eft doublede celles dela bafe precedente.

Soit vne bafe quelconque D B 4 a. Ie disquela fomme de fes cel-
lules, elt double de la fomme des cellules de la precedente A L o,

Car les extremes, D, 7, Et chacune des autres B, 6,
aValla’e e e
égalentles extremes , A, 7, en ¢galentdeux de, A T+, 4

I'aurre bale.
Done, D 2 T B T i, ¢galent2 A T 2l T 27,
La mefme chofe fe demonitre de melme de toutes les aurres.

Confequence builtiefme.

En tout Triangle Arithmetique, la fomme des cellules de
chaque bafe, eft vn nombre de la progreflion double,
qui commence par I'vnité, dont l'expofant eft le mef-
me que celuy de labafe.

Car la premiere bafe eft 'vnité.
La feconde eft double de la premiere, donc elleeft 2.
Latroifiefme eft double dela feconde, doncelle eft 4-
Et aink 2 Vinhny,

Aduertiffement.

- Silegeneratery w'efloit pas [vnité | mais Y1 avtre rnombyre comme
3, lz mefine chofé feroit Yraye ; mazs il ne faudroit pas prendre les
wnombres de la progrefiion donble 2 commenver par U'ynite | [ian0ir, i,
2, 4,8, 16, ¢orc. mass cenx d Ve antre progyefSion donble 4 commencer
par le peiteratenr 5, [ranaiv, 3, 6, 12, 24, 4%, ¢¥c,





