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L’analyse non standard est un modele mathématique dans lequel les
adjectifs “petits” et “grands” peuvent prendre du sens. En particulier on
peut les interpréter comme des nombres “infiniment petits” ou “infini-
ment grands”, ou bien simplement tres petits ou trés grands.

Abraham Robinson
(1918-1974), I’inven-
teur de I’Analyse non
standard en 1960.

Au lieu de
“infiniment”, on
doit préférer
Padverbe “tres” ;
en effet,

une chose tres
grande n’est pas
Jorcément
“infinie”,

méme si elle est
immensément
grande.

ela n’a ’air de rien, mais les mathémati-
C ciens ont mis trois sieécles (de la fin du

xviI® a la fin du xx°) pour découvrir la
bonne maniere de parler avec les adjectifs “petit”
et “grand”, c’est-a-dire celle qui assure la cohé-
rence logique du discours. La difficulté essentiel-
le consiste a concevoir 1’inexistence de frontiere,
I’absence d’un nombre qui tienne lieu de limite
entre les nombres petits et ceux qui ne le sont pas,
ou entre les nombres non-grands et les grands.
En effet, en mathématique classique (ou plutdt
“standard” comme on dit aujourd’hui), on bute sur
I’apparente contradiction suivante : s’il y a des
nombres “petits” et si I’on veut calculer avec ces
nombres, alors la somme de deux nombres petits
doit obligatoirement rester petite (sinon ce ne serait
pas un bon modele). Mais alors, par récurrence,
tout multiple d’'un nombre € petit serait petit ; or
n’importe quel nombre finit par étre dépassé par un
multiple de € (c’est ’axiome dit d’Archimede) ;
tous les nombres seraient donc petits et il n’y aurait
qu’une seule sorte de nombres.
La mathématique standard affirme ainsi 1’homo-
généité absolue de I’ensemble des nombres réels ;
la mathématique non standard y introduit des
ordres de grandeur : il y a des nombres “petits”,
des nombres “appréciables” (a 1’échelle de I’hom-
me pourrait-on dire) et des nombres “grands”.
Le modele non standard est donc plus proche de
la réalité, plus complet et plus pratique que le
modele standard qui ne sait pas parler des trois
grands ordres de l'univers dont parlait Pascal
(I'infiniment petit, I’homme et I’infiniment
grand). Dans ce rapide article nous ne ferons
qu’évoquer ses inventeurs, ses énoncés élémen-
taires et son utilité.

Uorigine de 'ANS

C’est Abraham Robinson qui mit au point en 1960,
sous le nom de “Non Standard Analysis”, la théorie
qui rendait possible un discours non contradictoire
sur des étres “hyper-réels” : les nombres infiniment
petits et les nombres infiniment grands. Sa construc-
tion n’est pas trés simple, bien siir, mais, surtout, elle
oblige a une modification profonde de la conception
des nombres, nécessitant une gymnastique intellec-
tuelle peu naturelle chez un non-mathématicien.
Heureusement Edward Nelson, trouva en 1977, le
moyen d’axiomatiser cette jeune théorie des ordres
de grandeur sans toucher au bon vieux corps des
nombres réels. Revenant aux sources des mathéma-
tiques il propose d’adjoindre a la théorie des
ensembles classique, trois axiomes ; les noms qu’il
leur donne laisse bien présager de leur abstraite natu-
re : idéalisation, standardisation et transfert. Tout en
devenant facilement manipulable, la théorie dite I1ST
(Internal Set Theory) reste cependant peu explicable
a des débutants ou a des éleves.

C’est Georges Reeb qui, en France des les années
soixante-dix, comprit I'importance et la justesse de
I’Analyse Non Standard et réunit une équipe de
jeunes mathématiciens autour de lui. A partir de ces
idées, I’'un de ces €leves, Marc Diener, batit un cours
de DEUG sur le sujet a 1’ Université Paris 7 en 1989 (*)
avec votre serviteur (André Deledicq) qui développa
une présentation élémentaire dont le début est résu-
mé page suivante ; la théorie est maintenant devenue
trés accessible grice, par exemple au travail subsé-
quent d’ Abdenacer Makhlouf et de Robert Lutz paru
a 'APMEP (Fondements pour un enseignement de
I’Analyse en terme d’ordres de grandeur : les réels
dévoilés - 1996).



UANS élémentaire en cing notes

La Différenciation des Ordres de grandeur :

* Il y a des nombres mesurant des choses
“petites”, des nombres mesurant des choses
“srandes” et des nombres mesurant des choses
ni petites ni grandes (appelées “appréciables”).
(DO) affirme 1’existence dans R* de trois classes
de nombres auxquels on peut penser comme des
nombres “infiniment petits”, des nombres
appréciables et des nombres “infiniment
grands”.

Au lieu de “infiniment”, nous préférerons 1’ad-
verbe “tres” ; en effet, une chose trés grande n’est
pas forcément “infinie”, méme si elle est immen-
sément grande.

Les mathématiciens parlent aussi de idéalement
petit, en notant ip (ou bien parler de trés-petit ou de
i-petit, avec un tiret) et de idéalement grand en
notant ig (ou bien trés-grand ou i-grand).

La Répétition (en grand nombre) des Etapes
(petites) :

* Pour changer d’ordre de grandeur par étapes
treés-petites, il faut un nombre d’étapes tres-
grand.

(RE) équivaut a I’affirmation plus formelle :

Si e est i-petit et ne non i-petit, alors c’est que
n est i-grand.

Cette propriété est liée a un énoncé classique fon-
damental : celui du principe de REcurrence qui
semble engendrer, sous sa forme standard, un
paradoxe (voir page précédente). Dans le modele
non-standard ce principe est légérement modifié
par I’apparition des ordres de grandeur. Il devient
le principe de “récurrence pragmatique” que
voici :

SI UNE PROPRIETE EST VRAIE POUR (), ET SI, SUPPO-
SEE VRAIE POUR N, ELLE EST DEMONTREE VRAIE
POUR N + 1, ALORS CETTE PROPRIETE EST VRAIE
POUR TOUS LES ENTIERS NON TRES-GRANDS.

Le Mécanisme des Inverses :

* Si x est i-petit non nul, alors 1/x est i-grand (et
réciproquement !).

“MI” est I’énoncé qui affirme 1’existence de
“petits” dans R dés qu’on y postule I’existence de
“grands” (ou inversement).

Les Frontieres Absentes :

« Il n’existe pas de “frontiere” définissable entre
les nombres i-petits et les nombres non i-petits ; ni
entre les non i-grands et les i-grands.

Certains débutants dans le modele non-standard, sou-
vent tres “forts” en analyse, ressentent cet énoncé
comme un véritable obstacle (il en est de méme
d’ailleurs pour I’énoncé du “principe de récurrence
pragmatique”).

Sous les Ordres de Leibniz :

* Lorsqu’on fait des calculs avec les nombres i-
petits, appréciables ou i-grands, on doit appliquer
des regles de calcul que nous avons appelées
“Regles de Leibniz”.

Les voici résumées pour les nombres positifs :

ip+ip =ip app + app = app (ou 0)
ip + ig = ig ip + app = app
app + ig = ig ip X ip=ip

app X app = app ig X ig =ig

ip X app =ip ig X app =ig

On remarque 1’absence de régle donnant le résultat
ip X ig ; mais c’est justement ce qui est intéressant.
Comme les regles algébriques standard, ces
regles se démontrent facilement dans le modele
non-standard des nombres. Il est remarquable
qu’elles correspondent a I’intuition que 1’on a des

Conversation entre
George Reeb (a
gauche) et René
Thom lors d’un
congreés a Bahia en
1971.

George Reeb a di
batailler longtemps
pour faire com-
prendre aux mathé-
maticiens francais la
Révolution-
Révélation du Non-
Standard...

Lecons de calcul
INFINITESIMAL

(*) Le livre Lecons de
calcul Infinitésimal,
Marc Diener et André
Deledicq, éd. Colin,
paru a la suite du pre-
mier cours d’ANS en
France, est encore dis-
ponible chez ACL-Les
Editions du Kangourou.
On peut lire aussi, de
’auteur de cet article :
e Est-il possible d’ensei-
gner ’analyse aujour-
d’hui ? Reperes-IREM
N° 24 juillet 1996.

* Apprivoiser ’infini,
avec Francis Casiro,
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Edward Nelson

tres-grands
négatifs

appréciables
négatifs

ordres de grandeur et qu’en ont eu les mathémati-
ciens des xvi ¢ et xvir ¢ siecles qui inventerent le
Calcul Infinitésimal.

En résumé,

* LE MODELE NON-STANDARD DES NOMBRES EST
EXACTEMENT : I’ensemble R des nombres du
modele standard, avec toutes ses propriétés clas-
siques déja connues.

* Mais on a décidé de le colorier en trois couleurs
(nombres i-petits, appréciables, i-grands) ;
 Certaines propriétés classiques doivent alors
&tre précisées selon le comportement de ces cou-
leurs (par exemple, le principe de récurrence).

Les applications

L’analyse non standard contient 1’analyse clas-
sique standard a laquelle elle a simplement ajouté
la notion d’ordre de grandeur. Il est donc naturel
qu’elle en simplifie certaines démonstrations et
qu’elle en fasse mieux comprendre certains
aspects ; un peu comme le fait la géométrie dans
I’espace pour la géométrie plane...

Ainsi, aujourd’hui, il n’est certainement plus pos-
sible d’étudier sérieusement le comportement des
processus différentiels sans une formation en ana-
lyse non standard.

Mais surtout il y a des énoncés et des résultats que
le vocabulaire de I’ Analyse non standard permet
de formuler et de discuter mais dont 1’analyse
classique standard ne sait pas parler.

Un exemple trivial mais tres significatif est donné
par le Théoreme du Boucher.

Si ne est appréciable et que n n’est pas trés grand
c’est que e n’est pas tres petit.

Ce théoréme se déduit immédiatement de I’énon-
cé RE ci dessus (il en est tout simplement un
contraposé par particularisation d’une des hypo-
theses) ; et il traduit une vérité pratique de tous les
jours que nous pouvons illustrer (que la corpora-
tion des bouchers nous en excuse) par une situa-
tion marchande assez courante :

Si un boucher a utilisé un poids non négligeable
de papier d’emballage a la fin de sa journée (alors
que le nombre de ces clients reste appréciable
puisqu’il a pu les servir), c’est que le poids d’une
feuille de papier n’est pas négligeable...

Chacun tirera la morale commerciale de ce théo-
réme que 1’analyse non standard offre aux unions
de consommateurs.

Terminons ce court exposé par un exemple plus

*R
.

trés-grands
positifs

appréciables
positifs

complexe qui montre bien les limitations du
modele mathématique standard classique :
Que peut dire un mathématicien sur ce que
devient une petite somme placée a un petit taux
d’intérét ? situation (malheureusement) fréquente
dans nos sociétés de petits porteurs bien mal
conseillés par nos grands argentiers. ..
Autrement dit, que dire de x ' * ' lorsque x est
voisin de 0 et t aussi ?
Le mathématicien classique est bien embété car il
n’est pas armé pour traiter la tendance (simulta-
née mais non liée) de deux quantités vers 0. Ainsi,
posant y = x ' T, peut il énoncer a la fois :

lim lim > =0

t—-0x—>0 X
ce qui, par ailleurs, traduit le fait que la dérivée de
x! T2 lorigine est nulle, et donc que la courbe
se confond avec I’axe des abscisses !

Yy

lim lim = =1,
x—>0r—>0 X

ce qui, par ailleurs, traduit le fait que le graphe de
x! 7 "est voisin de la premiére bissectrice !
Comment donc, sortir de ce paradoxe apparent :
au voisinage de 1’origine et pour 7 petit, le graphe
de y =x' " "est a la fois proche de la premicre
bissectrice et de 1’axe des abscisses ?

0 0

Le mathématicien non standard, lui, sait dire un
tout petit peu plus de choses sur cette situation.
Par exemple, il sait répondre a la question pra-
tique suivante : Sachant que 0' ¥ =0

et que (0,000001) Y7 = 0,0000004

0,0000004 M

0 0,000001

quelle est I’allure du graphe de la fonction
entre 0 et M ? (Il s’agit évidemment de prévoir
I’allure sans utiliser de calculatrice qui fait évi-
demment tres bien le travail toute seule). On peut
trouver la réponse a cette question sur le site :
http://www.mathkang.org.

A.D.



Réponse

Quelle est I’allure du graphe y = x! © ! pour 7 et x trés petits, mais dans un systéme d’axes ol les unités
ont été choisies de maniere que 1’abscisse et I’ordonnée de M soient appréciables ? (On a pris I’exemple
numérique ¢ = 0,07 et x,; = 0,000001.)

Pour le savoir, faisons I’homothétie de rapport k trés grand (égal a 1/x,;) :
{ X = kx
Y=rky

1+t t
On a donc Y=k(%) =X(%> X'

Puisque M est appréciablement hors des axes, c’est que, pour X = 1, Y n’est pas trés petit mais appré-

. 1Y
ciable, comme donc <;> que nous posons égal a a.

Evaluons alors la différence Y — aX :
Y-aX=a[X'-1]X.

Pour X entre O et 1, et ¢ petit, X’ est trés voisin de 1 et Y est donc tres voisin de aX.

Le graphe cherché est donc tres proche du segment [OM].



